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图像处理

 灰度变换与空域滤波

 图像频域滤波

 图像恢复



灰度变换与空间滤波基础

 空间域：包含图像像素的简单平面

 空间域处理

 空间邻域
◼ 决定了灰度操作的范围

◼ 1 × 1：灰度变换

◼ 3 × 3等：空间滤波

𝒈(𝒙, 𝒚) = 𝑻(𝒇(𝒙, 𝒚))

𝑓 𝑥, 𝑦 ：输入图像

𝑔 𝑥, 𝑦 ：输出图像

𝑇：在点 𝑥, 𝑦 的邻域上定义的关于𝑓的

一种算子



灰度变换与空域滤波

 空间域灰度变换

◼ 直方图处理

 空域滤波

◼ 空间域滤波基础

◼ 空域平滑

◼ 空域锐化



灰度直方图

 灰度直方图（histogram）

◼ 是一种关于灰度级的函数，它表示数字图像中每一灰度级与该
灰度级出现的频数之间的对应关系

◼ 一幅特定的图有唯一的直方图，但反之不成立

◼ 直方图在一定程度上可以反映图像的状况

✓ 例如: 有时可以根据直方图确定分割物体和背景的边界

直方图

f(r, c) h(f)



灰度直方图

 低对比度图像的灰度级较窄

 高对比度图像中直方图分量覆盖了很宽的灰度级范围

 像素占据整个灰度级范围且均匀分布的图像，具有高对
比度的外观和多种灰色调



直方图修正

 通过修改直方图可以达到增强图象的对比度、使感兴趣
的部分看得更清楚

低对比度

高对比度



直方图均衡

 是基于直方图的灰度变换中一种处理方法

 通常用直方图拉伸来执行直方图均衡处理



直方图均衡

 不改变像素的位置，只改变像素的灰度值

 灰度变换函数：

严格单调递增函数非严格单调递增函数



直方图均衡

 直方图均衡化定义
◼ 输入图像灰度概率密度函数为𝑝𝑟 𝑟 ，进行灰度变换𝑠 = 𝑇 𝑟 ，使得

✓ (i) 若变换前灰度 𝑟1 < 𝑟2，要求 𝑠1 < 𝑠2 （保序变换）

✓ (ii)变换后的灰度直方图𝑝𝑠 𝑠 为均匀分布

◼ 为满足上述条件(i)，有

◼ 为满足上述条件(ii)，有

◼ 综上，可得：

න
0

𝑟

𝑝𝑟 𝑤 𝑑𝑤 = න
0

𝑠

𝑝𝑠 𝑤 𝑑𝑤

න
0

𝑠

𝑝𝑠 𝑤 𝑑𝑤 =
𝑠

𝐿 − 1

𝑠 = 𝑇 𝑟 = (𝐿 − 1) න
0

𝑟

𝑝𝑟 𝑤 𝑑𝑤



直方图均衡

𝑠 = 𝑇 𝑟 = (𝐿 − 1) න
0

𝑟

𝑝𝑟 𝑤 𝑑𝑤
𝑑𝑠

𝑑𝑟
= (𝐿 − 1) 𝑝𝑟(𝑟)

𝑝𝑠 𝑠 = 𝑝𝑟 𝑟
𝑑𝑟

𝑑𝑠
= 𝑝𝑟 𝑟

1

(𝐿 − 1) 𝑝𝑟(𝑟) 
=

1

𝐿 − 1
, 0 ≤ 𝑠 ≤ 𝐿 − 1

由莱布尼茨准则，



直方图匹配（直方图规定化）

 借助直方图均衡实现规定/特定的灰度映射

 方法：
◼ 对原始直方图进行灰度均衡化

◼ 规定需要的直方图，计算能使规定直方图均衡化的变换

◼ 将原始直方图对应映射到规定直方图



直方图匹配（直方图规定化）

原
图
均
衡

目
标
均
衡



直方图匹配

原图

原图

直方图

匹配目标

直方图

处理后

图像 处理后

直方图



直方图均衡 vs. 直方图匹配

 直方图均衡：  

◼ 自动增强 

◼ 效果不易控制

◼ 总得到全图增强的结果

 直方图匹配：  

◼ 有选择地增强

◼ 须给定需要的直方图

◼ 可特定增强的结果

 直方图均衡可以看作是匹配直方图为均匀分布的直方图
匹配



灰度变换与空域滤波

 空间域灰度变换

◼ 直方图处理

 空域滤波

◼ 空间域滤波基础

◼ 空域平滑

◼ 空域锐化



空域滤波机制

17

𝑔(𝑥, 𝑦) = ෍

s=−𝑎

𝑎

෍

𝑡=−𝑏

𝑏

𝑤 𝑠, 𝑡 ∙ 𝑓(𝑥 + 𝑠, 𝑦 + 𝑡)

相关 vs. 卷积：卷积运算需要对卷
积核进行反转操作，而相关不需要。



空间相关与卷积：二维情况

𝑔(𝑥, 𝑦) = ෍

s=−𝑎

𝑎

෍

𝑡=−𝑏

𝑏

𝑤 𝑠, 𝑡 𝑓(𝑥 + 𝑠, 𝑦 + 𝑡)

𝑔(𝑥, 𝑦) = ෍

s=−𝑎

𝑎

෍

𝑡=−𝑏

𝑏

𝑤 𝑠, 𝑡 𝑓(𝑥 − 𝑠, 𝑦 − 𝑡)

相关运算：

卷积运算：



滤波器的向量表示与模板生成

 当关注相关或卷积的响应特性时，可以将响应写为乘积
的求和形式

𝑅 = 𝑤1𝑧1 + 𝑤2𝑧2 + ⋯ + 𝑤𝑀𝑁𝑧𝑀𝑁 = 𝒘T𝒛

◼ 等价于将二维滤波器按一维进行编号

 空间滤波器的模板生成
◼ 滤波器的系数根据其支持怎么样的操作来选择

◼ 线性滤波的作用是实现乘积求和操作：加权求和

◼ 非线性滤波要求确定邻域大小，以及对包含在邻域内的图像像
素执行的操作

𝑤𝑚𝑛 =
1

𝑀𝑁 𝑤𝑚𝑛 = exp −
𝑚 −

𝑀
2

2

+ 𝑛 −
𝑁
2

2

2𝜎2



灰度变换与空域滤波

 空间域灰度变换

◼ 基本灰度变换

◼ 直方图处理

 空域滤波

◼ 空间域滤波基础

◼ 空域平滑

◼ 空域锐化



平滑滤波器

 局部平均滤波器

◼ 局部平均滤波器用某象素邻域内的各点灰度的平均值来代替该
象素原来的灰度值

𝑔(𝑥, 𝑦) =
σs=−𝑎

𝑎 σ𝑡=−𝑏
𝑏 𝑤 𝑠, 𝑡 𝑓(𝑥 + 𝑠, 𝑦 + 𝑡)

σs=−𝑎
𝑎 σ𝑡=−𝑏

𝑏 𝑤 𝑠, 𝑡



图像平滑

原图
n=3

方形均值滤波

n=5

方形均值滤波
n=9

方形均值滤波

n=15

方形均值滤波
n=35

方形均值滤波



图像平滑



统计排序滤波器

 中值滤波

◼ 用局部邻域（窗口）里的中值来代替上述局部平均法中的局部
平均值。即将以该点为中心的某个窗口框住的各象素的中间值
作为处理后图象中该点象素的值。

◼ 二维中值滤波的概念是一维的推广

◼ 以一维为例：

✓ 奇数窗口中五点的值为 88、95、230、110、120，按大小重排
这五个值得 88、95、110、120、230，其位于中间位置上的
“中值”是110。

✓ 实际应用：家庭收入统计（中位数）

 其他统计排序滤波器
◼ 最大值滤波器，最小值滤波器



中值滤波保留边缘的性能

 

阶跃信号 

脉冲信号 

 

噪声 



中值滤波

椒盐噪声污染的
电路板X光图像

3*3均值掩模去除噪声 3*3中值滤波器去除噪声

去除椒盐噪声使用自适应中值滤波器的效果会更好一些，
详情参见《数字图像处理》（冈萨雷斯）



保边滤波器

 在滤波过程中能尽可能保留图像中的边缘信息，同时达
到平滑的目的

 保边滤波器在图像不同位置的权重将不再一致，以此达
到在图像平缓区域进行平滑，同时在图像边缘区域保留
边缘信息的目的。

 代表性方法
◼ 双边滤波，导向滤波

𝑔(𝑥, 𝑦) =
σs=−𝑎

𝑎 σ𝑡=−𝑏
𝑏 𝑤 𝑠, 𝑡 𝑓(𝑥 + 𝑠, 𝑦 + 𝑡)

σs=−𝑎
𝑎 σ𝑡=−𝑏

𝑏 𝑤 𝑠, 𝑡

𝑔(𝑥, 𝑦) =
σs=−𝑎

𝑎 σ𝑡=−𝑏
𝑏 𝑤 𝑠, 𝑡, 𝒙, 𝒚 𝑓(𝑥 + 𝑠, 𝑦 + 𝑡)

σs=−𝑎
𝑎 σ𝑡=−𝑏

𝑏 𝑤 𝑠, 𝑡, 𝒙, 𝒚



双边滤波器

 顾名思义，双边滤波器同时考虑滤波过程中由两方面因
素带来的的影响
◼ 像素相对位置的影响：距离越远，对应权重越小

◼ 像素值的影响：相差越小，越不可能为边缘，对应权重越大

◼ 双边滤波器的权重将由两部分权重共同决定：

𝑤𝑑 𝑠, 𝑡 = exp(−
𝑠2 + 𝑡2

2𝜎𝑑
2 )

𝑤𝑟 𝑠, 𝑡, 𝒙, 𝒚 = exp(−
||𝑓 𝑥, 𝑦 − 𝑓(𝑥 + 𝑠, 𝑦 + 𝑡)||2

2𝜎𝑟
2 )

𝑤 𝑠, 𝑡, 𝒙, 𝒚 = 𝑤𝑑 𝑠, 𝑡 ∗ 𝑤𝑟 𝑠, 𝑡, 𝑥, 𝑦

= exp(−
𝑠2 + 𝑡2

2𝜎𝑑
2 −

||𝑓 𝑥, 𝑦 − 𝑓(𝑥 + 𝑠, 𝑦 + 𝑡)||2

2𝜎𝑟
2 )



双边滤波器

 双边滤波器的滤波效果



导向滤波

 利用引导图像对图像滤波进行指导

输入：待滤波图像 𝑝，引导图像 𝐼

我们定义一个这样的滤波过程：

𝑞𝑖 = ෍

𝑗∈𝑤𝑖

𝑊𝑖𝑗 𝐼 𝑝𝑗

其中 𝑞 为滤波器输出，

𝑖, 𝑗为像素下标，

𝑊𝑖𝑗是一个只和引导图像相关的线性滤波核



导向滤波

我们假设输出图像在一个窗口𝑤𝑘

内与引导图像有局部线性关系：

𝑞𝑖 = 𝑎𝑘𝐼𝑖 + 𝑏𝑘, ∀ 𝑖 ∈ 𝑤𝑘

对等式求导，我们可以看到输出
图像的边缘可以得到保留：

𝛻𝑞 = 𝑎𝛻𝐼

对于每一个滤波窗口，我们的目
标就是在保边的同时，输出和输
入的差别尽可能小：

𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛 ෍

𝑖∈𝑤𝑘

(𝑞𝑖 − 𝑝𝑖)^2



导向滤波

我们引入一个正则化参数 𝜀 避免 𝑎𝑘 过大：

𝐸 𝑎𝑘 , 𝑏𝑘 = ෍

𝑖∈𝑤𝑘

( 𝑎𝑘𝐼𝑖 + 𝑏𝑘 − 𝑝𝑖
2 + 𝜀𝑎𝑘

2)

对参数求偏导并令其为零，解得：

𝑎𝑘 =

1
|𝑤|

σ𝑖∈𝑤𝑘
𝐼𝑖𝑝𝑖 − 𝜇𝑘 ҧ𝑝𝑘

𝜎𝑘
2 + 𝜀

, 𝑏𝑘 = ҧ𝑝𝑘 − 𝑎𝑘𝜇𝑘

其中 𝜇𝑘，𝜎𝑘
2 表示引导图像 I 在窗口 𝑤𝑘 中的均值和方差， |𝑤| 表示窗口中像

素的个数， ҧ𝑝𝑘 是输入图像 𝑝 在窗口中的平均值。

由于每一个像素都处于多个窗口中，我们将得到的所有结果取平均，由此得到
最后的结果：

𝑞𝑖 =
1

𝑤
෍

𝑘:𝑖∈𝑤𝑘

(𝑎𝑘𝐼𝑖 + 𝑏𝑘) = 𝑎𝑘𝐼𝑖 + 𝑏𝑘



导向滤波

 导向滤波的一个常用场景即将输入图像作为引导图像，
此时方程的解变化为：

◼ 在平坦区域，方差较小，此时𝑎𝑘 ≈ 0, 𝑏𝑘 ≈ ҧ𝑝𝑘，相当于对该区
域做均值滤波

◼ 在边缘区域，方差较大，此时𝑎𝑘 ≈ 1, 𝑏𝑘 ≈ 0，相当于在该区域
保持原有图像

𝑎𝑘 =
𝜎𝑘

2

𝜎𝑘
2 + 𝜀

𝑏𝑘 = 1 − 𝑎𝑘 ҧ𝑝𝑘



灰度变换与空域滤波

 空间域灰度变换

◼ 基本灰度变换

◼ 直方图处理

 空域滤波

◼ 空间域滤波基础

◼ 空域平滑

◼ 空域锐化



梯度算子

 Roberts算子

 Sobel算子

 Prewitt算子

 Kirsch算子

－1 －2 －1

0 0 0

1 2 1

－1 0 1

－2 0 2

－1 0 1

－1 －1 －1

0 0 0

1 1 1

－1 0 1

－1 0 1

－1 0 1

0 －1

1 0

－1 0

0 1

5 5 5

－3 0 －3

－3 －3 －3

－3 5 5

－3 0 5

－3 －3 －3



梯度算子

|𝐺𝑥|

|𝐺𝑦|

|𝐺𝑥| + |𝐺𝑦|

原始图像



梯度算子

 Sobel算子
◼ 微分算子对图像噪声敏感，低通滤波可抑制噪声

◼ Sobel算子（垂直方向）：等价于先在图像水平的方向上进行
低通滤波，然后在垂直的方向上做中心差分

－1 －2 －1

0 0 0

1 2 1

0 －1 0

0 0 0

0 1 0

0 0 0

1 2 1

0 0 0

Sobel算子（垂直方向） 中心差分低通滤波



拉普拉斯算子

 一个二元图像函数f(x, y)的拉普拉斯变换定义为:

 几种常用的拉普拉斯算子：

𝛻2𝑓 =
𝜕2𝑓

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑓

𝜕𝑦2

0 1 0

1 -4 1

0 1 0

1 1 1

1 -8 1

1 1 1

0 -1 0

-1 4 -1

0 -1 0

-1 -1 -1

-1 8 -1

-1 -1 -1



使用拉普拉斯算子进行图像增强



使用拉普拉斯算子进行图像增强



图像处理

 灰度变换与空域滤波

 图像频域滤波

 维纳滤波



图像频域滤波

 为了有效和快速地对图象进行处理，常常需要将原定义
在图象空间的图象以某种形式转换到另外一些空间（频
率域空间）并加工，最后再转换回图象空间以得到所需
的效果。

图象空间 图象空间变换空间

加工



离散傅立叶变换(DFT)

二维DFT及其反变换 

𝐹 𝑢, 𝑣 = ෍

𝑖=0

𝑀−1

෍

𝑗=0

𝑁−1

𝑓 𝑥, 𝑦 𝑒−𝑗2𝜋(
𝑢𝑥
𝑀 +

𝑣𝑦
𝑁 )

𝑢 = 0,1,2, … , 𝑀 − 1
𝑣 = 0,1,2, … , 𝑁 − 1

𝑓 𝑥, 𝑦 =
1

𝑀𝑁
෍

𝑢=0

𝑀−1

෍

𝑣=0

𝑁−1

𝑓 𝑢, 𝑣 𝑒𝑗2𝜋(
𝑢𝑥
𝑀 +

𝑣𝑦
𝑁 )

𝑥 = 0,1,2, … , 𝑀 − 1
𝑦 = 0,1,2, … , 𝑁 − 1

幅度（傅里叶谱或频谱）： 𝐹 𝑢, 𝑣 = 𝑅2 𝑢, 𝑣 + 𝐼2 𝑢, 𝑣
1

2

相位：𝜙 𝑢, 𝑣 = arctan[
𝐼 𝑢,𝑣

𝑅 𝑢,𝑣
]

可以证明:

DFT 𝑓 𝑥, 𝑦 −1 𝑥+𝑦 = 𝐹(𝑢 −
𝑀

2
, 𝑣 −

𝑁

2
)

即将原始图像乘以 −1 𝑥+𝑦可以将傅里叶

变换的原点移到(
𝑀

2
,

𝑁

2
)上

直流分量：𝐹 0, 0 = 𝑀𝑁
1

𝑀𝑁
σ𝑥=0

𝑀−1 σ𝑦=0
𝑁−1 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑀𝑁 ഥ𝑓 ， 其中 ҧ𝑓为图像的平均灰度



频率域滤波基础

频率域滤波的基本步骤：
1. 乘以 −1 𝑥+𝑦

2. DFT
3. 𝐻 𝑢, 𝑣 × 𝐹(𝑢, 𝑣)
4. IDFT

5. 取实部
6. 乘以 −1 𝑥+𝑦

𝐺 𝑢, 𝑣 = 𝐻 𝑢, 𝑣 𝐹(𝑢, 𝑣)
𝑔 𝑥, 𝑦 = 𝐼𝐷𝐹𝑇[𝐻 𝑢, 𝑣 𝐹(𝑢, 𝑣)]



图像频域滤波

 背景知识

◼ 离散傅里叶变换（DFT）

◼ 频率域滤波基础

 图像的频域滤波

◼ 频率域滤波器平滑图像

◼ 频率域滤波器锐化图像



频率域滤波平滑

理想低通滤波器

𝐻 𝑢, 𝑣 = ቊ
1, 𝐷 𝑢, 𝑣 ≤ 𝐷0

0, 𝐷 𝑢, 𝑣 > 𝐷0

其中，𝐷(𝑢, 𝑣)是频率域中点(𝑢, 𝑣)与频率矩形中心的距离



理想低通滤波器示例

a b

c d

e f

(a) 原图
(b)-(f) 使用理想低通滤波器，截
止频率设置10,30,60,160和460。
这些滤波器移除的功率分别为总
功率的13%，6.9%，4.3%，2.2% 

和 0.8%。

(c)(d)：振铃效应



振铃效应解释



频率域滤波平滑

n 阶布特沃斯低通滤波器

𝐻 𝑢, 𝑣 =
1

1 +
𝐷 𝑢, 𝑣

𝐷0

2𝑛



布特沃斯滤波器示例

a b

c d

e f

(a) 原图
(b)-(f) 使用二阶布特沃斯低通滤
波器的结果，截止频率仍为10，
30，60，160和460。



频率域滤波平滑

高斯低通滤波器

高斯低通滤波器（GLPF）的傅里叶反变换也是高斯的，因此通过上
式的IDFT得到的空间高斯滤波器没有振铃。

𝐻 𝑢, 𝑣 = 𝑒
−

𝐷2 𝑢,𝑣

2𝐷0
2



高斯低通滤波器示例

a b

c d

e f

(a) 原图
(b)-(f) 使用高斯低通滤波器的结
果，截止频率仍为10，30，60，
160和460。



低通滤波的其他例子

 字符识别

文字的断裂现象



低通滤波的其他例子

 印刷和出版业

预处理，美化图像



低通滤波的其他例子

 卫星和航空图像

下图：墨西哥湾和佛罗里达图像存在“扫描
线” （用高斯低通来处理） 



图像频域滤波

 背景知识

◼ 离散傅里叶变换（DFT）

◼ 频率域滤波基础

 图像的频域滤波

◼ 频率域滤波器平滑图像

◼ 频率域滤波器锐化图像



频率域滤波锐化

理想高通滤波器

𝐻 𝑢, 𝑣 = ቊ
0, 𝐷 𝑢, 𝑣 ≤ 𝐷0

1, 𝐷 𝑢, 𝑣 > 𝐷0



理想高通滤波器示例

= 30, 60, 100 的理想高通滤波器结果

原图



频率域滤波锐化

布特沃斯高通滤波器

𝐻 𝑢, 𝑣 =
1

1 +
𝐷0

𝐷 𝑢, 𝑣

2𝑛



布特沃斯高通滤波器示例

= 30, 60, 100 的2阶布特沃斯高通滤波器结果

原图



频率域滤波锐化

高斯高通滤波器

𝐻 𝑢, 𝑣 = 1 − 𝑒
−

𝐷2 𝑢,𝑣

2𝐷0
2



高斯高通滤波器示例

= 30, 60, 100 的高斯高通滤波器结果

原图



带阻滤波器

 理想带阻滤波器

 Butterworth带阻滤波器

 高斯带阻滤波器

𝐻 𝑢, 𝑣 =

1, 𝑖𝑓 𝐷 𝑢, 𝑣 ≤ 𝐷0 −
𝑊

2

0, 𝑖𝑓𝐷0 −
𝑊

2
≤ 𝐷 𝑢, 𝑣 ≤ 𝐷0 +

𝑊

2

1, 𝑖𝑓 𝐷 𝑢, 𝑣 > 𝐷0 +
𝑊

2

𝐻 𝑢, 𝑣 =
1

1 +
𝐷 𝑢, 𝑣 𝑊

𝐷2 𝑢, 𝑣 + 𝐷0
2

2𝑛

𝐻 𝑢, 𝑣 = 1 − 𝑒
−

𝐷2 𝑢,𝑣 +𝐷0
2

2𝐷 𝑢,𝑣 𝑊



带阻滤波器



带阻滤波器



带通滤波器

带通滤波器与带阻滤波器功能相反

𝐻𝑏𝑝 𝑢, 𝑣 = 1 − 𝐻𝑏𝑟(𝑢, 𝑣)



槽口滤波器



槽口滤波器



图像处理

 灰度变换与空域滤波

 图像频域滤波

 图像恢复



图像恢复

 线性位置不变降质模型

 降质函数估计

 基于模型进行图像恢复



线性位置不变降质模型

 降质过程

 线性系统

 位置不变系统

 线型位置不变降质模型

𝑔 𝑥, 𝑦 = 𝐻 𝑓 𝑥, 𝑦 + 𝜂(𝑥, 𝑦)

H af1 x, y + bf2 x, y = aH f1 x, y + bH[f2 x, y ]

H f x, y =𝑔(𝑥,𝑦)
H f x − α, y − β = g(x − α, y − β)

𝑔 𝑥, 𝑦 = ℎ 𝑥, 𝑦 ∗ 𝑓(𝑥, 𝑦) + 𝜂(𝑥, 𝑦)
𝐺 𝑢, 𝑣 = 𝐻 𝑢, 𝑣 ⨀𝐹 𝑢, 𝑣 + 𝑁(𝑢, 𝑣)



图像去模糊

 线性位置不变降质模型

 降质函数估计

 基于模型进行图像恢复



估计降质函数

 通过观测图像估计(Estimation by Image Observation)

 通过实验估计(Estimation by Experimentation)

 通过数学建模估计(Estimation by Modeling)



估计降质函数

 观测图像估计

◼ 见微知著：图像中包含一些具有高对比度的局部区域，这些区
域往往容易利用它的高对比度特性直接估计出清晰图像的信息，
再通过上述的线性位置不变降质模型，就能大体上估计出降质
函数的具体形式

 实验估计：往往是在实验室环境下产生只有一个亮点的
成像场景，然后通过观测成像后的图像这个亮点被模糊
扩展的程度得到降质函数



估计降质函数

 数学建模估计：降质函数建模为解析形式的数学模型，
通过估计数学模型的参数来实现对降质函数的估计

𝐻 𝑢, 𝑣 = 𝑒−𝑘 𝑢2+𝑣2 5/6

在航空摄影
中，由于气
流的扰动造
成的成像模
糊，被称为
湍流模糊



估计降质函数

 从基本原理推导数学模型

◼ 图像的模糊是由于拍摄时摄影师的手发生了直线移动造成的，
并且这个直线移动可以近似为匀速直线运动，那么利用相对运
动的原理，我们可以把模糊过程建模为一个积分过程：

对应系统函数： 𝐻 𝑢, 𝑣 =
𝑇

𝜋(𝑢𝑎+𝑣𝑏)
sin 𝜋 𝑢𝑎 + 𝑣𝑏 𝑒−𝑗𝜋(𝑢𝑎+𝑣𝑏)

 0 0
0

( ) (t), (t)
T

g x, y f x x y y dt= − − ，其中𝑥 𝑡 =
𝑎𝑡

𝑇
, 𝑦 𝑡 =

𝑏𝑡

𝑇



图像去模糊

 线性位置不变降质模型

 降质函数估计

 基于模型进行图像恢复



逆滤波

 最简单且粗糙的恢复方法

 降质图像频谱直接除以降质函数：

 即使得到降质函数，难以精确重建

 解决方法：限制频谱范围

◼ 通过施加一个低通滤波器实现

෠𝐹 𝑢, 𝑣 =
𝐺 𝑢, 𝑣

𝐻 𝑢, 𝑣
, ෠𝐹 𝑢, 𝑣 = 𝐹 𝑢, 𝑣 +

𝑁 𝑢, 𝑣

𝐻 𝑢, 𝑣



最小均方误差（维纳）滤波

 假设：图像和噪声都是随机变量，系统函数𝐻 𝑢, 𝑣 已知

 目标：寻找未污染图像𝑓的一个估计 መ𝑓，使得它们的均方
误差最小，即

 当已知信号和噪声功率谱𝑆𝑓和𝑆𝜂时，可得：

 当
𝑆𝜂 𝑢,𝑣

𝑆𝑓 𝑢,𝑣
= 𝐾时，

𝑒2 = 𝐸{ 𝑓 − መ𝑓
2

}

𝐹 𝑢, 𝑣 =
1

𝐻 𝑢, 𝑣

𝐻 𝑢, 𝑣 2

𝐻 𝑢, 𝑣 2+
𝑆𝜂 𝑢, 𝑣

𝑆𝑓 𝑢, 𝑣

𝐺(𝑢, 𝑣)

𝐹 𝑢, 𝑣 = 𝐿 𝑢, 𝑣 ⨀𝐺 𝑢, 𝑣

=
1

𝐻 𝑢, 𝑣

𝐻 𝑢, 𝑣 2

𝐻 𝑢, 𝑣 2+𝐾
𝐺(𝑢, 𝑣)



维纳滤波结果对比



维纳滤波结果对比



约束最小二乘滤波

 与维纳滤波相比
◼ 不需要知道信号和噪声的频谱，仅需知道噪声的均值和方差

◼ 维纳滤波的最优是平均意义上的，代数法是针对每一幅具体的
图像

𝑔 = 𝐻𝑓 + 𝜂

𝐶 = ෍

𝑥=0

𝑀−1

෍

𝑦=0

𝑁−1

𝛻2𝑓(𝑥, 𝑦) 2

𝑔 − 𝐻 መ𝑓
2

= 𝜂 2

𝐹 𝑢, 𝑣 =
𝐻∗ 𝑢, 𝑣

𝐻 𝑢, 𝑣 2 + 𝛾 𝑃 𝑢, 𝑣 2 𝐺(𝑢, 𝑣)

其中 𝑃 =
0 −1 0

−1 4 −1
0 −1 0

最小化：

条件：

频域解：

，参数𝛾与噪声的均值和方差有关

降质模型：



图像恢复结果示例



压缩感知 (Compressed Sensing，2004)

 压缩感知又称压缩采样，是一种对信号进行采样的技术，
在采样的过程中完成了数据的压缩

 Nyquist采样定理 (1928年)

◼ 采样频率必须大于信号中最高频率的两倍，可从采样信号重建
原始信号

◼ 采样方式：等间距采样

 压缩感知

◼ 基于信号的稀疏特性，在远小于Nyquist 采样率的条件下，用
随机采样获取信号的离散样本，然后通过非线性重建算法，完
美重建信号

◼ 典型应用场景：核磁共振成像，成像速度提高10+倍

◼ 被美国科技评论评为2007年度十大科技进展



压缩感知

 如果一个信号(𝑥)在某个变换域(Ψ)是稀疏的，可用一个与
变换基不相关的观测矩阵(Φ)将变换所得高维信号投影到
一个低维空间(y)上，然后通过求解一个优化问题(𝑆)，即
可从这些少量的投影中(y)以高概率重构出原信号(𝑥)

 假设𝑥 ∈ 𝑅𝑁在字典Ψ上是稀疏的，即

表示𝑥在Ψ上是可压缩的，它可以被Ψ中的𝑘个码字向量很好地
表达。 Ψ又称稀疏矩阵， 𝑆称稀疏系数。

 假设有一个𝑀 × 𝑁大小的观测矩阵Φ，此处𝑀 < 𝑁，得到
的观察数据为𝑦，即

𝑥 = Ψ𝑆, 𝑆  0 = 𝑘 ≪ 𝑁

y = Φ𝑥 = ΦΨ𝑆 = Θ𝑆



 当Θ满足restricted isometry property (RIP, 有限等距)性质时， 𝑥在字
典Ψ上的系数𝑆可以通过求解以下优化问题得到：

 Restricted isometry property (RIP)性质

◼ 当Θ满足𝑘次的RIP性质时，则对于常数𝛿𝑘 ∈ 0, 1 有

◼ RIP性质保证原空间到稀疏空间的一一映射关系

 如果稀疏基和观测基不相关，则可保证RIP性

◼ 独立同分布的高斯随机测量矩阵可成为普适的压缩感知测量矩阵

压缩感知

𝑆 = arg min𝑆 𝑆 1, s. t. 𝑦 = ΦΨ𝑆

(1 − 𝛿𝑘) 𝑣 2
2 ≤ Θ𝑣 2

2 ≤ (1 + 𝛿𝑘) 𝑣 2
2, 对于任意𝑣，只要有 𝑣 0 ≤ 𝑘



稀疏表达

 稀疏表达是在稀疏性的假设下，通过求解优化问题进行
信号恢复的方法



稀疏表达和MAP(最大后验)的关系

 假设稀疏系数符合Laplace分布，噪声符合高斯分布

 基于稀疏表达的信号恢复等价于基于稀疏系数是Laplace

分布假设的MAP



稀疏表达的求解

 求解稀疏表达的问题的核心是如何求解

1) Gradient Projection Methods （梯度投影算法）

2) Homotopy Methods（同伦算法）

3) Iterative Shrinkage-Thresholding Methods （循环搜索阈值算法）

4) Proximal Gradient Methods（近似梯度算法）

5) Alternating Direction Methods（交换方向算法）

• Allen Y. Yang, A. Ganesh, S. Shanka Sastry, Yi Ma “Fast L1 Minimization Algorithms 

and An Application in Robust Face Recognition: A Review”,  ICIP 2010



稀疏表达—图像恢复

 稀疏表达本质上是一种图像的先验概率模型，结合不同
的图像降质模型可以用于图像恢复

 基本框架

◼ 去高斯噪声

◼ 去模糊

◼ 图像修复

◼ 超分辨

(𝑌: 降质图像；𝑋: 待恢复图像)



稀疏表达—图像恢复：去噪

 对于去除高斯噪声，(1)式中𝐴 = 𝐼（单位矩阵）



稀疏表达—图像恢复：去噪

 对于去除高斯噪声，(1)式中𝐴 = 𝐼（单位矩阵）



稀疏表达—图像恢复：去模糊

 此时式(1)中，A是由于卷积作用而产生的矩阵

 如果是空间不变的卷积核， A为一个循环矩阵
◼ 注意：X由矩阵变成了列向量的表达形式



稀疏表达—图像恢复：图像修复

 此时式(1)中，A是由于模板（mask）而产生的矩阵



稀疏表达—图像恢复：超分辨

 此时式(1)中，A是先由卷积、然后下采样作用而产生的
矩阵

超分辨系数3

• J. Yang, J. Wright, T. S. Huang, Y, Ma, “Image Super-Resolution via Sparse Representation”,  IEEE TIP, 19(11), 

2010. 
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