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图像恢复的背景

 数字图象恢复与增强的目的类似，也是旨在改善图象的

质量。

 但是，图像恢复是力求保持图象的本来面目，即以保真

原则为其前提，这是区别于增强的基本不同点。

 恢复时，需要了解图象质量下降的物理过程，找出或估

计其物理模型。

 恢复的过程就是沿着质量下降的逆过程来重现原始图象。



图像的降质模型

 空间映射和噪声污染

◼ 𝐻(∙) : 𝑅𝑀×𝑁 → 𝑅𝑀
′×𝑁′

通常 𝑀 = 𝑀′, 𝑁 = 𝑁′

◼ 𝜂 𝑥, 𝑦 : 随机噪声

降质



图像的降质模型

 线性位移不变系统，加性噪声
◼ 线性：可加性、齐次性

◼ 移不变：系统参数不随位置而改变

𝑔 𝑥, 𝑦 = ℎ 𝑥, 𝑦 ∗ 𝑓 𝑥, 𝑦 + 𝜂(𝑥, 𝑦)

𝐺 𝑢, 𝑣 = 𝐻 𝑢, 𝑣 ⊙ 𝐹 𝑢, 𝑣 + 𝑁(𝑢, 𝑣)

降质 恢复
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图像去噪

 图像去噪
◼ 背景知识

◼ 空间域噪声去除

◼ 频率域噪声去除



噪声模型

 噪声的产生
◼ 图像获取：CCD相机

◼ 图像传输：无线传输

 噪声的空域特性和频域特性
◼ 空域特性：噪声的直方图分布

◼ 频域特性：噪声在Fourier频谱上的分布

 几种典型的噪声模型
◼ 高斯噪声 (Gaussian noise)

◼ 瑞利噪声 (Rayleigh noise)

◼ 厄兰噪声 (Erlang noise)

◼ 指数噪声 (Exponential noise)

◼ 均匀噪声 (Uniform noise)

◼ 椒盐噪声 (salt-and-pepper)



几种经典的噪声模型
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高斯噪声：仿真各种噪声共同作用

瑞利噪声：信号在平坦衰落信道传输

厄兰噪声：激光成像

指数噪声：厄兰噪声的特殊情况

均匀噪声：量化误差

椒盐噪声：设备坏点



几种经典的噪声模型

 噪声概率分布



几种经典的噪声模型



几种经典的噪声模型



几种经典的噪声模型



周期噪声



估计噪声参数



图像去噪

 图像去噪
◼ 背景知识

◼ 空间域噪声去除

◼ 频率域噪声去除



基于空域滤波的噪声去除

 与空域增强原理相同

 几种常用滤波器
◼ 均值滤波器（Mean Filters)

◼ 次序统计滤波器（Order Statistic Filters)

◼ 自适应滤波器(Adaptive Filters)



几种常用滤波器（注意量纲）

 算术平均滤波器 （图像像素表示自然景物的光强）

 几何平均滤波器（图像像素表示一个比值或者比率）

 调和平均滤波器（图像像素表示气体或者液体的流速）

 反调和平均滤波器
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几种常用滤波器



几种常用滤波器



几种常用滤波器



次序统计滤波器

 中值滤波器

 最大最小滤波器

 中点滤波器

 Alpha截取中值滤波器

መ𝑓 𝑥, 𝑦 = 𝑚𝑒𝑑𝑖𝑎𝑛 𝑠,𝑡 ∈𝑆𝑥𝑦{𝑔 𝑠, 𝑡 }

൞
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𝑠,𝑡 ∈𝑆𝑥𝑦

{𝑔 𝑠, 𝑡 }

መ𝑓 𝑥, 𝑦 =
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次序统计滤波器



次序统计滤波器：实例



次序统计滤波器：实例



图像去噪

 图像去噪
◼ 背景知识

◼ 空间域噪声去除

◼ 频率域噪声去除



基于频域滤波的噪声去除

 带阻滤波器(Bandreject Filters)

 带通滤波器(Bandpass Filters)

 槽口滤波器(Notch Filters)



带阻滤波器

 理想带阻滤波器

 Butterworth带阻滤波器

 高斯带阻滤波器
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带阻滤波器



带阻滤波器



带通滤波器

带通滤波器与带阻滤波器功能相反

𝐻𝑏𝑝 𝑢, 𝑣 = 1 − 𝐻𝑏𝑟(𝑢, 𝑣)



槽口滤波器



槽口滤波器
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图像去模糊

 线性位置不变降质模型

 降质函数估计

 基于模型进行图像恢复



线性位置不变降质模型

 降质过程

 线性系统

 位置不变系统

 线型位置不变降质模型

𝑔 𝑥, 𝑦 = 𝐻 𝑓 𝑥, 𝑦 + 𝜂(𝑥, 𝑦)

H af1 x, y + bf2 x, y = aH f1 x, y + bH[f2 x, y ]

H f x, y =𝑔(𝑥,𝑦)
H f x − α, y − β = g(x − α, y − β)

𝑔 𝑥, 𝑦 = ℎ 𝑥, 𝑦 ∗ 𝑓(𝑥, 𝑦) + 𝜂(𝑥, 𝑦)
𝐺 𝑢, 𝑣 = 𝐻 𝑢, 𝑣 ⨀𝐹 𝑢, 𝑣 + 𝑁(𝑢, 𝑣)



图像去模糊

 线性位置不变降质模型

 降质函数估计

 基于模型进行图像恢复



估计降质函数

 通过观测图像估计(Estimation by Image Observation)

 通过实验估计(Estimation by Experimentation)

 通过数学建模估计(Estimation by Modeling)



估计降质函数

 观测图像估计

◼ 见微知著：图像中包含一些具有高对比度的局部区域，这些区
域往往容易利用它的高对比度特性直接估计出清晰图像的信息，
再通过上述的线性位置不变降质模型，就能大体上估计出降质
函数的具体形式

 实验估计：往往是在实验室环境下产生只有一个亮点的
成像场景，然后通过观测成像后的图像这个亮点被模糊
扩展的程度得到降质函数



估计降质函数

 数学建模估计：降质函数建模为解析形式的数学模型，
通过估计数学模型的参数来实现对降质函数的估计

𝐻 𝑢, 𝑣 = 𝑒−𝑘 𝑢2+𝑣2
5/6

在航空摄影
中，由于气
流的扰动造
成的成像模
糊，被称为
湍流模糊



估计降质函数

 从基本原理推导数学模型

◼ 图像的模糊是由于拍摄时摄影师的手发生了直线移动造成的，
并且这个直线移动可以近似为匀速直线运动，那么利用相对运
动的原理，我们可以把模糊过程建模为一个积分过程：

对应系统函数： 𝐻 𝑢, 𝑣 =
𝑇

𝜋(𝑢𝑎+𝑣𝑏)
sin 𝜋 𝑢𝑎 + 𝑣𝑏 𝑒−𝑗𝜋(𝑢𝑎+𝑣𝑏)

 0 0
0

( ) (t), (t)
T

g x, y f x x y y dt= − − ，其中𝑥 𝑡 =
𝑎𝑡

𝑇
, 𝑦 𝑡 =

𝑏𝑡

𝑇



图像去模糊

 线性位置不变降质模型

 降质函数估计

 基于模型进行图像恢复



逆滤波

 最简单且粗糙的恢复方法

 降质图像频谱直接除以降质函数：

 即使得到降质函数，难以精确重建

 解决方法：限制频谱范围

◼ 通过施加一个低通滤波器实现

𝐹 𝑢, 𝑣 =
𝐺 𝑢, 𝑣

𝐻 𝑢, 𝑣
, 𝐹 𝑢, 𝑣 = 𝐹 𝑢, 𝑣 +

𝑁 𝑢, 𝑣

𝐻 𝑢, 𝑣



最小均方误差（维纳）滤波

 假设：图像和噪声都是随机变量，系统函数𝐻 𝑢, 𝑣 已知

 目标：寻找未污染图像𝑓的一个估计 መ𝑓，使得它们的均方
误差最小，即

 当已知信号和噪声功率谱𝑆𝑓和𝑆𝜂时，可得：

 当
𝑆𝜂 𝑢,𝑣

𝑆𝑓 𝑢,𝑣
= 𝐾时，

𝑒2 = 𝐸{ 𝑓 − መ𝑓
2
}

𝐹 𝑢, 𝑣 =
1

𝐻 𝑢, 𝑣

𝐻 𝑢, 𝑣 2

𝐻 𝑢, 𝑣 2+
𝑆𝜂 𝑢, 𝑣

𝑆𝑓 𝑢, 𝑣

𝐺(𝑢, 𝑣)

𝐹 𝑢, 𝑣 = 𝐿 𝑢, 𝑣 ⨀𝐺 𝑢, 𝑣

=
1

𝐻 𝑢, 𝑣

𝐻 𝑢, 𝑣 2

𝐻 𝑢, 𝑣 2+𝐾
𝐺(𝑢, 𝑣)



维纳滤波结果对比



维纳滤波结果对比



约束最小二乘滤波

 与维纳滤波相比
◼ 不需要知道信号和噪声的频谱，仅需知道噪声的均值和方差

◼ 维纳滤波的最优是平均意义上的，代数法是针对每一幅具体的
图像

𝑔 = 𝐻𝑓 + 𝜂

𝐶 = 

𝑥=0

𝑀−1



𝑦=0

𝑁−1

𝛻2𝑓(𝑥, 𝑦) 2

𝑔 − 𝐻 መ𝑓
2
= 𝜂 2

𝐹 𝑢, 𝑣 =
𝐻∗ 𝑢, 𝑣

𝐻 𝑢, 𝑣 2 + 𝛾 𝑃 𝑢, 𝑣 2
𝐺(𝑢, 𝑣)

其中 𝑃 =
0 −1 0
−1 4 −1
0 −1 0

最小化：

条件：

频域解：

，参数𝛾与噪声的均值和方差有关

降质模型：



图像恢复结果示例



图像恢复

 图像恢复的背景

 图像去噪

 图像去模糊

 图像的几何校正

 图像修复

 基于压缩感知的图像恢复



几何校正

 恢复或校正几何畸变，不改变灰度

 通常分两步进行：
◼ 坐标的几何校正(空间变换)

◼ 象素灰度值的估计(灰度插值)

投影畸变 枕形畸变 桶形畸变



坐标的几何校正

 建立恢复图象网格坐标与失真图象网格坐标之间的对应关系

 这一对应关系可以用多项式来表示。一般用二次多项式

 为了求得变换多项式的系数，必须要有足够多、合适的控制

点

 变换式和控制点的选取关系到校正的精度和计算量

𝑔 𝑥, 𝑦 = 𝑓 𝑥′, 𝑦′ = 𝑓[𝑎 𝑥, 𝑦 , 𝑏 𝑥, 𝑦 ]

输入图
𝒇(𝒙′, 𝒚′)

输出图
𝒈(𝒙, 𝒚)



确定多项式变换系数

𝑝 = 𝑎0 + 𝑎1𝑖 + 𝑎2𝑗 + 𝑎3𝑖
2 + 𝑎4𝑗

2 + 𝑎5𝑖𝑗

𝑞 = 𝑏0 + 𝑏1𝑖 + 𝑏2𝑗 + 𝑏3𝑖
2 + 𝑏4𝑗

2 + 𝑏5𝑖𝑗

控制点：

𝒑 = 𝑝1, 𝑝2, … , 𝑝𝑀
𝑇

𝒒 = 𝑞1, 𝑞2, … , 𝑞𝑀
𝑇

由一组控制点，得到变换多项式的系数。

基于二次多项式坐标变换：



灰度插值

 灰度插值的原因是：

◼ 输入输出图像坐标间的映射通常不会是整数转换到
整数坐标，即输入图像的像素往往映射到输出图像
几个像素之间。

 灰度插值的实现有两种方法：

◼ 前向映射法

◼ 后向映射法（常用）



灰度插值

前向映射法

后向映射法

待矫正图像（输入） 矫正结果图像（输出，待求）



像素灰度值的估计

1. 最近邻赋值
◼ 也称零阶插值，把最靠近点的像素值赋予该点

◼ 计算简单，结果一般可以接受，但细节处质量差

2. 双向线型插值
◼ 也称一阶插值

◼ 计算稍复杂，结果比零阶插值好，虽然在边界处是连续的，但
是其导数不连续

3. 高阶插值
◼ 计算复杂，可以克服边界处导数的不连续性



双向线性插值计算式

p1

p2

f(0, 0)

f(1, 0) f(1, 1)

f(0, 1)

q1 q2

p1 + p2 = 1

q1 + q2 = 1

由𝑓 𝑥, 𝑦 = 𝑎 ∙ 𝑥 + 𝑏 ∙ 𝑦 + 𝑐 ∙ 𝑥 ∙ 𝑦 + 𝑑，将四个点坐标和灰度信息代入，最后可得：

𝑓 𝑥, 𝑦 =
𝑓 0,0 𝑝1𝑞2+ 𝑓 1,0 𝑝2𝑞2+ 𝑓 0,1 𝑝1𝑞1 + 𝑓 1,1 𝑝2𝑞1

(𝑝1+ 𝑝2)(𝑞1+ 𝑞2)



图像恢复

 图像恢复的背景

 图像去噪

 图像去模糊

 图像的几何校正

 图像修复

 基于压缩感知的图像恢复



图像修复

 以一种无法检测到的形式修改图像的技术



应用

 古书画的数字化修复

 修复损坏的图片或者电影

 去除图像或者视频中不想要的物体

 视频传输过程中的差错消除



例:古书画的数字化修复



例:去除图像或者视频中不想要的物体



例:视频传输过程中的差错消除



图像修复的相关工作

 基于扩散的图像修复

◼ 基于PDE的图像修复

◼ 基于变分的图像恢复

 基于纹理合成的图像修复

◼ 基于结构传播的图像修复



基于PDE的修复理论

 扩散这个词来源于“热传导”（heat propagation）

 如果一个像素在图像等高线上，必须沿着图像等高线平
滑；如果一个像素在一致性区域，沿所有方向平滑

 基于PDE的正则化约束的基础

◼ 来源于热方程
✓ 是图像的laplacian

◼ 该基本方程有多种变种

F是待修复图像

平滑性约束



基于PDE的修复理论

 Bertalmio等人于2000年提出

 演化方程:

◼ 梯度表示最大的空间变化方向，垂直表示等高线方向；

◼ 优化上式代表沿着等高线方向平滑

◼ Image inpainting的开山之作



 TV(total variation) 模型

◼ 第一项是正则项，整体图像的梯度幅值之和较小

◼ 第二项是在待修复之外的区域，修复后的图像和原图像之间的
差距越小越好

基于变分的图像修复



基于扩散的图像修复

 基于扩散的图像修复在进行大区域修复时，会导致图像
过平滑

[1] C. Guillemot and O. Le Meur, "Image Inpainting : Overview and Recent Advances," in IEEE Signal 

Processing Magazine, vol. 31, no. 1, pp. 127-144, Jan. 2014, doi: 10.1109/MSP.2013.2273004.



纹理合成的主要思想

 根据提供的样本纹理 Iin, 融合出纹理 Iout，其纹理和样本
相似，但不相同



怎么将纹理合成应用到图像修复中?

1. 选择待修复区域。

2. 根据一定的标准，选择样本纹理。
✓ 优先度

✓ 块匹配

3. 纹理合成

• Criminisi A, Perez P, Toyama K. Object removal by exemplar-based inpainting. IEEE Conference 

on Computer Vision and Pattern Recognition, 2003. 



示例结果-1

纹理合成
的实验结果

基于PDE方法
的实验结果



示例结果-2



示例结果-3



示例结果-4



基于结构传播的图像修复



基于结构传播的图像修复

 基本思想（Sun et al, SIGGRAPH 2005）



基于结构传播的图像修复

 结构传播代价函数 （Sun et al, SIGGRAPH 2005）

(a) Curve segments cxi (red) in the source patch, and curve segments ci (yellow) in the target rectangle.

ES(xi) measures the structure similarity between cxi and ci. dist is the shortest distance (black dotted line)

from point ci(s) on segment ci to segment cxi. (b) The green box shows the cost EI(xi) on the boundary

of the unknown region. The red box shows the cost E2(xi, xj) for neighboring patches.

灰色区域为
待修复区域

ES(xi)
EI(xi) E2(xi)



例子(1)

原图 待修复区域和手画结构曲线

纹理修复结果结构修复结果



例子(2)

原图 待修复区域和手画结构曲线

纹理修复结果结构修复结果



图像恢复

 图像恢复的背景

 图像去噪

 图像去模糊

 图像的几何校正

 图像修复

 基于压缩感知的图像恢复



压缩感知 (Compressed Sensing，2004)

 压缩感知又称压缩采样，是一种对信号进行采样的技术，
在采样的过程中完成了数据的压缩

 Nyquist采样定理 (1928年)

◼ 采样频率必须大于信号中最高频率的两倍，可从采样信号重建
原始信号

◼ 采样方式：等间距采样

 压缩感知

◼ 基于信号的稀疏特性，在远小于Nyquist 采样率的条件下，用
随机采样获取信号的离散样本，然后通过非线性重建算法，完
美重建信号

◼ 典型应用场景：核磁共振成像，成像速度提高10+倍

◼ 被美国科技评论评为2007年度十大科技进展



压缩感知

 如果一个信号(𝑥)在某个变换域(Ψ)是稀疏的，可用一个与
变换基不相关的观测矩阵(Φ)将变换所得高维信号投影到
一个低维空间(y)上，然后通过求解一个优化问题(𝑆)，即
可从这些少量的投影中(y)以高概率重构出原信号(𝑥)

 假设𝑥 ∈ 𝑅𝑁在字典Ψ上是稀疏的，即

表示𝑥在Ψ上是可压缩的，它可以被Ψ中的𝑘个码字向量很好地
表达。 Ψ又称稀疏矩阵， 𝑆称稀疏系数。

 假设有一个𝑀 ×𝑁大小的观测矩阵Φ，此处𝑀 < 𝑁，得到
的观察数据为𝑦，即

𝑥 = Ψ𝑆, 𝑆 0 = 𝑘 ≪ 𝑁

y = Φ𝑥 = ΦΨ𝑆 = Θ𝑆



 当Θ满足restricted isometry property (RIP, 有限等距)性质时， 𝑥在字
典Ψ上的系数𝑆可以通过求解以下优化问题得到：

 Restricted isometry property (RIP)性质

◼ 当Θ满足𝑘次的RIP性质时，则对于常数𝛿𝑘 ∈ 0, 1 有

◼ RIP性质保证原空间到稀疏空间的一一映射关系

 如果稀疏基和观测基不相关，则可保证RIP性

◼ 独立同分布的高斯随机测量矩阵可成为普适的压缩感知测量矩阵

压缩感知

𝑆 = argmin𝑆 𝑆 1, s. t. 𝑦 = ΦΨ𝑆

(1 − 𝛿𝑘) 𝑣 2
2 ≤ Θ𝑣 2

2 ≤ (1 + 𝛿𝑘) 𝑣 2
2, 对于任意𝑣，只要有 𝑣 0 ≤ 𝑘



稀疏表达

 稀疏表达是在稀疏性的假设下，通过求解优化问题进行
信号恢复的方法



稀疏表达和MAP(最大后验)的关系

 假设稀疏系数符合Laplace分布，噪声符合高斯分布

 基于稀疏表达的信号恢复等价于基于稀疏系数是Laplace

分布假设的MAP



稀疏表达的求解

 求解稀疏表达的问题的核心是如何求解

1) Gradient Projection Methods （梯度投影算法）

2) Homotopy Methods（同伦算法）

3) Iterative Shrinkage-Thresholding Methods （循环搜索阈值算法）

4) Proximal Gradient Methods（近似梯度算法）

5) Alternating Direction Methods（交换方向算法）

• Allen Y. Yang, A. Ganesh, S. Shanka Sastry, Yi Ma “Fast L1 Minimization Algorithms 

and An Application in Robust Face Recognition: A Review”,  ICIP 2010



稀疏字典D

 设计的字典
◼ Wavelets, curvelets, wedgelets, bandlets, ……

 训练的字典
◼ 无监督训练

✓ K-means + PCA 得到字典

◼ 学习得到字典

✓ 通过求解

（码本𝐷含𝑝个码字，每个码字向量维度为𝑚）



稀疏字典D

• Aharon M, Elad M, Bruckstein A. “K-SVD: An algorithm for designing overcomplete dictionaries for sparse 

representation”, IEEE TSP, 54 (11), 2006

• Lee, H., Battle, A., Raina, R., Ng. A. Y. “Efficient sparse coding algorithms”, NIPS 2006

• W. Dong, L. Zhang, G. Shi, and X. Wu, “Image deblurring and super-resolution by adaptive sparse domain selection 

and adaptive regularization,” IEEE TIP, 20(7), 2011.

（码本𝐷含𝑝个码字，每个码字向量维度为𝑚）



稀疏表达—图像恢复

 稀疏表达本质上是一种图像的先验概率模型，结合不同
的图像降质模型可以用于图像恢复

 基本框架

◼ 去高斯噪声

◼ 去模糊

◼ 图像修复

◼ 超分辨

(𝑌: 降质图像；𝑋: 待恢复图像)



稀疏表达—图像恢复：去噪

 对于去除高斯噪声，(1)式中𝐴 = 𝐼（单位矩阵）



稀疏表达—图像恢复：去噪

 对于去除高斯噪声，(1)式中𝐴 = 𝐼（单位矩阵）



稀疏表达—图像恢复：去模糊

 此时式(1)中，A是由于卷积作用而产生的矩阵

 如果是空间不变的卷积核， A为一个循环矩阵
◼ 注意：X由矩阵变成了列向量的表达形式



稀疏表达—图像恢复：图像修复

 此时式(1)中，A是由于模板（mask）而产生的矩阵



稀疏表达—图像恢复：超分辨

 此时式(1)中，A是先由卷积、然后下采样作用而产生的
矩阵

超分辨系数3

• J. Yang, J. Wright, T. S. Huang, Y, Ma, “Image Super-Resolution via Sparse Representation”,  IEEE TIP, 19(11), 

2010. 


